Lineare Algebra und Analytische Geometrie I1* Ubungsblatt 1
HU Berlin, Prof. Dr. T. Kréamer Abgabe: 28.04.2024

Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.
Aufgabe 1.1 (10 Punkte). Sei w € R.

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von

0 1
A = <—UJ2 —20.)) S Mat(2 X Q,R)

und folgern Sie, dass die Matrix A iiber R trigonalisierbar ist.
(b) Bestimmen Sie ein S € GLa(R), sodass S™1AS eine obere Dreiecksmatrix ist.

(¢) Losen Sie das DGL-System

v'(t) = A-v(t) mit dem Anfangswert v(0) = <1>

Aufgabe 1.2 (10 Punkte). Sei A € Mat(2 x 2,R) mit A? = 1. Zeigen Sie, dass gilt:
(a) Entweder ist A = £1.

(b) Oder A = S—1DS fiir eine Matrix S € GLy(R) und D — (é _01>

Aufgabe 1.3 (10 Punkte). Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Zeigen
Sie, dass fiir diagonalisierbare Endomorphismen f € Endg (V) gilt:

(a) Ein Untervektorraum U C V ist f-invariant genau dann, wenn er eine direkte

Summe
U =@ U
A

von Untervektorraumen Uy C ker(f — A -id) der Eigenrdume von f ist.

(b) Zu jedem f-invarianten Untervektorraum U C V gibt es ein f-invariantes
Komplement, d.h. einen ebenfalls f-invarianten Untervektorraum W C V mit
der Eigenschaft

V=UsW



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 1.4 (keine Abgabe). Ein Gewicht sei an einer Feder aufgehidngt. Sei y(t)
seine Auslenkung aus der Ruhelage zur Zeit t. Zur Zeit t = 0 ziehen wir es an die
Stelle y(0) = 1 und lassen es los, ohne anzuschubsen. Seine weitere Bewegung ist
durch die DGL

Y (t) +2uy (t) + w?y(t) = 0 mit Anfangswerten {

bestimmt, wobei w, i € Rs o Konstanten sind.

(a) Sei v(t) € R? der Vektor mit Eintriigen y(t),y'(t). Zeigen Sie, dass die DGL
aquivalent ist zu

V(t) = A-u(t) mit A = <_02 L ) (0) = (é)

w®  =2u

(b) Fir g > w ist A diagonalisierbar iiber R. Bestimmen Sie in diesem Fall eine
Basis aus reellen Eigenvektoren und nutzen Sie diese zur Losung der DGL.

(¢) Fir g < w ist A diagonalisierbar iiber C. Bestimmen Sie in diesem Fall eine
Basis aus komplexen Eigenvektoren, und lésen Sie die DGL durch Betrachten
des Real- und Imaginérteils von komplexwertigen Losungen.

Hinweis: Der Fall y = w soll nicht hier, sondern in Aufgabe 1.1 behandelt werden.

Aufgabe 1.5 (keine Abgabe). Sei A € Mat(n x n, K) nilpotent, d.h. A¥ = 0 fiir eine
natiirliche Zahl k € N. Zeigen Sie, dass es eine invertierbare Matrix S € GL,(K)

gibt, sodass
0 *

S71AS = _
0 0

obere Dreiecksform mit Nullen auf der Diagonale hat, und berechnen Sie x ().
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 2.1 (10 Punkte). Gegeben seien die Matrizen

-1 00 -1 0 1000 0
0 10 1 1 1200 0

A= 0o o2 o o|l, B=]|0130 0| € Mat5x5,C).
1 00 1 0 001 40
0 -1 0 —1 -1 0001 4

Bestimmen Sie
(a) ein S € GL5(C), sodass S™'AS in Jordan-Normalform ist,

(b) die Jordan-Normalform von B (mit moglichst wenig Rechenaufwand).

Aufgabe 2.2 (10 Punkte). Sei K ein Korper. Fiir n € N sei
V = {p(t) € K[t] | deg(p(t)) <n} C K[t]

der Vektorraum aller Polynome vom Grad hochstens n, und es sei f € Endg (V)
definiert durch

flp() = p(t+1).
(a) Zeigen Sie, dass f iiber K trigonalisierbar ist.

(b) Bestimmen Sie die Jordan-Normalform von f iiber K = C.

(¢) Wie sieht fiir n = 2 die Jordan-Normalform von f iiber K = Z /27 aus?

Aufgabe 2.3 (10 Punkte). Sei K ein Korper und n € N.
(a) Zeigen Sie, dass fiir diagonalisierbare A, B € Mat(n x n, K) dquivalent sind:
(i) Esist AB = BA.
(ii) Es gibt einen Basiswechsel, der A und B zugleich in Diagonalform bringt.

(b) Seinunn > 1, und der Korper K habe mindestens drei verschiedene Elemente.

Finden Sie trigonalisierbare Matrizen A, B € Mat(n x n, K) mit AB = BA,
die kein Basiswechsel gleichzeitig in Jordan-Normalform bringen kann.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 2.4 (keine Abgabe). Sei K ein Korper.
(a) Zeigen Sie: Fiir jede nilpotente Matrix A € Mat(n x n, K) ist A™ = 0.
(b) Seien A, B € Mat(n x n, K) zwei nilpotente Matrizen. Zeigen Sie:
e Wenn AB = BA ist, sind auch die Matrizen A + B und AB nilpotent.
e Fiir Matrizen mit AB # BA gilt diese Aussage im Allgemeinen nicht.

Aufgabe 2.5 (keine Abgabe). Sei A € Mat(23 x 23,C) mit
dimcker(A —2-1) = 7,13,16,19,21,23,... fir v = 1,2,3,4,5,6,...

Wie sieht dann die Jordansche Normalform der Matrix A aus?

Aufgabe 2.6 (keine Abgabe).

(a) Gegeben sei die Matrix

2 00 0
-1 10 0
A=|"g 1 o _1| € Mat4x4R).
1 11 2

Berechnen Sie die Dimension von ker(A4 — A1)€ fiir alle A € R, e € N.
(b) Zeigen Sie, dass A trigonalisierbar ist. Wie sieht ihre Jordan-Normalform aus?

(c) Bestimmen Sie ein S € GL4(R) mit SAS~! in Jordan-Normalform.
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 3.1 (10 Punkte).

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom der Matrizen

2 1 10 0 -4 -4 0
0 -1 -3 0 1 4 5 9

A=1o 3 5 ol> B=1o o -1 _o| €Mat4x4,0).
0 -1 -1 2 0 0 1 5

(b) Sind die Matrizen zueinander &hnlich? Bestimmen Sie ihre Jordan-Normalform.

Aufgabe 3.2 (10 Punkte). Sei n € N.
(a) Fir A € Mat(n x n,C) sei Z(A) = {B € Mat(n xn,C) | AB = BA}. Zeigen
Sie
dim¢ Z(A) > n.

(b) Beschreiben Sie alle Matrizen A € Mat(n x n,C) mit dim¢ Z(A) = n.

Hinweis: Thre Antwort sollte nur von der Jordan-Normalform von A abhéngen.

Aufgabe 3.3 (10 Punkte). Sei

0 —4 —2
A=|-1 0 —1| € Mat(3x3,C).
4 8 6

Berechnen Sie
(a) die additive Jordan-Chevalley Zerlegung von A,
(b) die Potenzen A fiir alle k € N und die Matrix exp(A) = > k>0 AR



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.
Aufgabe 3.4 (keine Abgabe).

(a) Beschreiben Sie alle Ahnlichkeitsklassen von Matrizen in Mat(2 x 2,C). Wie
sieht jeweils das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom aus?

(b) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von

6 4 6 0 -5 —6 300
A=10 2 o], B=[o 2 o], c=1| -9 o0 2
—2 -2 -1 1 2 5 ~10 -3 5

Welche dieser Matrizen sind zueinander d&hnlich, welche sind diagonalisierbar?

Aufgabe 3.5 (keine Abgabe).
(a) Zeigen Sie, dass fir A € GL,(C) dquivalent sind:

e Die Matrix A ist tiber C diagonalisierbar.

e Es gibt ein m € N, sodass A™ iiber C diagonalisierbar ist.

(b) Gilt dasselbe auch fiir reelle Matrizen und Diagonalisierbarkeit iiber R?

Aufgabe 3.6 (keine Abgabe). Gibt es A, B € Mat(4 x 4,C) mit

01 2 3 1 2 3 4
00 4 5 05 6 7
5: 5 _ ?
4 000 6| B TOB 0038 9]|°
000 0 00 0 10
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 4.1 (10 Punkte).

(a) Was besagt der Satz von Cayley-Hamilton fiir die Matrix

010 0
2 0 0-3
— ?
A L 0 o 1| € Mat(4x4R)
001 0

(b) Benutzen Sie dies, um die Matrixpotenz A2 € Mat(4 x 4,R) zu bestimmen,
ohne dabei ein einziges Matrizenprodukt von Hand auszurechnen.

Aufgabe 4.2 (10 Punkte). Finden Sie alle differenzierbaren Funktionen
fur R—R (v=1,2,3),

die das Differentialgleichungssystem

fil = fa+2fs
f5 = fitfa+3f3
fz = —fi—f3

erfiillen und zudem der Randbedingung f1(0) = f2(0) = f5(0) = 1 geniigen.

Aufgabe 4.3 (10 Punkte).

(a) Berechnen Sie exp(tA) fiir ¢ € R und

0 1
A= (_1 0) € Mat(2 x 2,R).

(b) Seien A, B € Mat(n x n,C).
e Zeigen Sie: Im Fall AB = BA gilt exp(A + B) = exp(A) exp(B).
e Finden Sie A, B € Mat(2 x 2,C) mit exp(A + B) # exp(A) exp(B).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 4.4 (keine Abgabe).

(a) Verifizieren Sie den Satz von Cayley-Hamilton durch explizites Nachrechnen
fiir Matrizen

A= (‘cl Z) € Mat(2 x 2, K).

(b) Was besagt der Satz von Cayley-Hamilton fiir Dreiecksmatrizen? Beweisen Sie
den Satz fiir beliebige trigonalisierbare Matrizen durch direktes Nachrechnen,
ohne die Jordan-Normalform zu benutzen.

Aufgabe 4.5 (keine Abgabe). Sei A € GL,(K) eine Matrix mit charakteristischem
Polynom
xa(t) = t"+coat" 4 4.

Wir bezeichnen die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhaltene
Matrix mit

A;; € Mat((n—1) x (n—1),K).

Zeigen Sie, dass fiir die Matrix A* = (aj;) mit den Eintrigen a}; := (—1)"*7-det(A;;)
gilt:
A* = (_1)n+1 . (An—l +cn_1An—2 4. +02A+611)

Aufgabe 4.6 (keine Abgabe). Zeigen Sie, dass fiir Endomorphismen f € Endg (V)
eines endlich-dimensionalen K-Vektorraumes die folgenden Eigenschaften dquivalent
zueinander sind:

(a) Die Abbildung f ist eine Projektion, d.h. es gibt Untervektorrdume V7,5 C V
mit

V=VieV, und f(vi+wv2) = v firalle v € Vi,v9 € Va.

b) Das Minimalpolynom t) ist ein Teiler von 2 — ¢.
(b) polynom iy
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 5.1 (10 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis A = (vy, va, v3),
und beziiglich dieser Basis sei eine Bilinearform b: V x V — K gegeben durch die
Gram-Matrix

1 11
Gramu(b) = (1 2 1
01 1

Zeigen Sie, dass auch
B = (va+wvs,v1 + v2,v3)

eine Basis von V ist, und berechnen Sie die zugehorige Gram-Matrix Grampg(b).

Aufgabe 5.2 (10 Punkte). Sei V ein Vektorraum der Dimension n < oo iiber K, und
sei

b: VxV — K

eine Bilinearform. Zeigen Sie, dass es Linearformen f;, g; € V* = Homg (V, K) gibt
mit
n

b(v,w) = Z fi(v) gi(w) fir alle v,w € V.

i=1

Aufgabe 5.3 (10 Punkte). Auf R? betrachte man das Standardskalarprodukt.

(a) Zeigen Sie, dass es fiir je zwei affine Unterriume A, Ay C R? Vektoren v; € A;
gibt mit

[lvg — v = min{ ||wy — wsl|: w; € A; fiiri =1,2}.

Unter welcher Bedingung an Aq, Ay sind dabei v, vo eindeutig bestimmt?
(b) Finden Sie den Abstand d(A;, Ag) := min{ ||w; — we|: w; € A; firi = 1,2}
fiur

0 4 2 0
A= =2l +x| 3||reR}, Ag={ (4] +p-|1]|per
2 —2 1 2



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.
Aufgabe 5.4 (keine Abgabe). Zeigen Sie fiir das Standardskalarprodukt:

(a) Fiir affine Unterrdume A = u + Rvy + -+ + Ryg € R™ und w € R” sind
dquivalent:

e Esist (w,v;) =0firi=1,....d.

o Esist (w,z1 — x9) =0 fir alle 21,25 € A.
Wenn diese Bedingungen gelten, schreiben wir auch kurz w L A.

(b) Zu jedem v € R™ gibt es genau einen Vektor vy € A mit (v —v,) L A. Dieser
ist charakterisiert durch

[v—wval = min{flv—=z|| e R|z € A}.

(c) Das obige Minimum nennt man den Abstand d(v,A). Finden Sie eine Formel
fiir diesen Abstand fiir n = 2 und

A = {(z,y) eR?*|az+by=c} mit a,b,c € R.

Aufgabe 5.5 (keine Abgabe). Sei V ein Vektorraum endlicher Dimension iiber K.

(a) Fiir beliebige Bilinearformen b: V x V' — K sei by, € Homg (V, V*) definiert
durch by, (v) = b(v, —). Zeigen Sie: Die so erhaltene Abbildung b — by, ist eine
Bijektion

{Bilinearformen b: V x V — K} = Hompg (V,V*).

(b) Zeigen Sie, dass folgende Eigenschaften dquivalent sind:

(1) by, ist ein Isomorphismus.

(2) Zu jedem v € V' \ {0} gibt es ein w € V mit b(v,w) # 0.
(3) Es gibt eine Basis B von V mit Grampg(b) € GL,,(K).
(4) Fiir jede Basis B von V ist Gramp(b) € GL,(K).

Wenn diese Eigenschaften gelten, bezeichnet man b als nichtausgeartet.

(c) Zeigen Sie: Fir K = R ist jede positiv oder negativ definite Bilinearform
nichtausgeartet im obigen Sinn. Gilt auch die Umkehrung dieser Aussage?
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.
Aufgabe 6.1 (10 Punkte).

(a) Sei V = R* mit dem Standardskalarprodukt. Wenden Sie das Gram-Schmidt

Verfahren auf
4 -3 1
v (§) e () W= ()
0 0 1

an, und finden Sie alle Vektoren, welche das erhaltene Orthonormalsystem zu
einer Orthonormalbasis des Euklidischen Vektorraums V erginzen.

(b) Sei V = R[t] mit dem Skalarprodukt

1
(f.9) = /0 FB gt

Wenden Sie das Gram-Schmidt Verfahren auf die Polynome 1,¢,t> € V an.

Aufgabe 6.2 (10 Punkte). Sei V' = {stetige Funktionen f : [-1,1] — R} mit dem
Skalarprodukt

L fir n =0,

(f,9) = [1 f(@)g(x)dz, und e,(z) = {\/5

cos(nmx) firn > 1.

(a) Zeigen Sie, dass (e, )nen, €in Orthonormalsystem in V' ist.

(b) Sei f(z) =1 — |z|. Finden Sie die Orthogonalprojektion des Vektors f € V
auf den Untervektorraum

U, = Reg+---+Re, CV fir ne N,

und plotten Sie die erhaltenen Funktionen py, (f): [-1,1] — R fiir n = 1, 3, 5.

Aufgabe 6.3 (10 Punkte). Sei V = Mat(n x n,R). Zeigen Sie:
(a) Auf V definiert die Spur eine symmetrische Bilinearform (A, B) := tr(AB).

(b) Die Unterrdume Uy = {A €V | A' = Al und U_ = {A eV | A' = —A}
der symmetrischen bzw. antisymmetrischen Matrizen haben beziiglich dieser
Bilinearform die Orthokomplemente U~ = U_ und U+ = U,.

(c) Die Bilinearform (-, -) ist positiv definit auf U, und negativ definit auf U_.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 6.4 (keine Abgabe). Sei (v1,...,v,) ein orthonormales System von Vektoren
in einem endlich-dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraum V. Zeigen
Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(
(

a) (v1,...,v,) ist eine Basis von V.
b) Fiir alle v € V gilt: Wenn (v;,v) = 0 fiir alle 4 ist, folgt v = 0.

)
)

(c) Firallev eV gilt v=>""_,(v;,v) - v;.

(d) Fiir alle v,w € V gilt (v,w) = >""_, (v,v;) - (v, w).
)

(e) Fiir alle v € V gilt |Jv]|?2 = >"1_, [{v,v:)|*

Aufgabe 6.5 (keine Abgabe). Sei V ein R-Vektorraum.
(a) Zeigen Sie, dass fiir symmetrische Bilinearformen (-, ) : V' xV — R dquivalent
sind:
e Die Bilinearform ist (positiv oder negativ) semidefinit.
e Fiir jedes u € V mit (u,u) = 0 gilt sogar (u,v) =0 fir alle v € V.
e Die Teilmenge U := {u € V| (u,u) = 0} CV ist ein Untervektorraum.

(b) Sei nun (-,-) positiv semidefinit. Sei U C V wie oben definiert. Folgern Sie,

dass
V/UX V/U — R, ([’Ul],[UQD — <’U1,'U2>

ein wohldefinierte positiv definite symmetrische Bilinearform auf V/U ist.

Aufgabe 6.6 (keine Abgabe). Eine Funktion f: [0,1] — R heifit stickweise stetig,
wenn sie in hochstens endlich vielen Punkten unstetig ist. Sei V' der R-Vektorraum
aller solcher Funktionen. Zeigen Sie, dass durch

() VXV — R, (fig) == / f(@)g(x)dz

eine positiv semidefinite Bilinearform auf V' definiert wird, und bestimmen Sie den

Untervektorraum
U :={ueV|{uu=0} C W
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 7.1 (10 Punkte). Seien m,n € N. Fir A € Mat(m x n,C) betrachte man
die Matrizen

B :

1-A"A € Mat(n x n,C),

1 A
C = <AT 1> € Mat((m+n) x (m+n),C).
Zeigen Sie:

(a) Die Matrizen B und C' sind hermitesch.

(b) Es ist B positiv definit genau dann, wenn C positiv definit ist.

Aufgabe 7.2 (10 Punkte).

(a) Bestimmen Sie alle oberen Dreiecksmatrizen in der orthogonalen bzw. unitiren
Gruppe

O(n) ={A € GL,(R) | A'A =1} bzw. U(n) = {A € GL,(C) | ATA =1}.

(b) Seien A, B € Mat(n x n,C) hermitesche Matrizen. Zeigen Sie:

i) AB ist hermitesch genau dann, wenn AB = BA gilt.
ii) Fiir jede unitire Matrix S € U(n) ist auch SAS~! hermitesch.

Aufgabe 7.3 (10 Punkte). Sei A € GL,,(R) mit A*¥ € O(n) fiir ein k € N.
(a) Sei (-,-) das Standardskalarprodukt und
B: R"xR" - R, Bv,w) := (v,w) + (Av, Aw) + - - - + (AF "1y, AF 1),
Zeigen Sie, dass 8 ein Skalarprodukt ist und dass 5(Av, Aw) = B(v, w) gilt.

(b) Folgern Sie durch Betrachten einer Orthonormalbasis beziiglich 8, dass es eine
Matrix S € GL,,(R) gibt mit

S71AS € O(n).



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 7.4 (keine Abgabe).

(a) Welche der folgenden Matrizen sind positiv definit, welche negativ definit?

3 -2 -1 1 2 3 -1 2 -1
A=|-2 -1 o], B=1[24 6|, c=| 2 -5 1
-1 0 0 3 6 10 -1 1 -3
(b) Sei n € N. Fiir welche a,b € R ist die Matrix
a b b ... b
b a b ... D
D, = |b b a ... € Mat(n x n,R).
b b b ... a

positiv definit, fiir welche ist sie negativ definit?

Aufgabe 7.5 (keine Abgabe). Zeigen Sie, dass fiir A € Mat(n x n, C) dquivalent sind:

(a) Die Matrix A ist hermitesch und positiv definit, d.h.

B: C*"xC" — C, (u,v) — u'-A-v istein Skalarprodukt.

(b) Es gibt eine invertierbare Matrix B € GL,,(C) mit A = Bf - B.

Aufgabe 7.6 (keine Abgabe). Sei V' = R3 mit dem Standardskalarprodukt.

(a) Sei f: V — V eine Isometrie mit det(f) = 1. Fiir die Standardbasis (e, ez, €3)
gelte

fles) = e3 und f(er) = %61 + @eg + Aeg fir ein A € R.
Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Standardbasis.

(b) Was ist die geometrische Bedeutung der obigen Isometrie?
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 8.1 (10 Punkte). Sei V ein Euklidischer Vektorraum.
(a) Zeigen Sie: Fiir jedes u € V mit |lu|]| =1 ist die Abbildung
Sy: V. —V, v = v—2(uv)- u
eine Isometrie (wir nennen Isometrien von dieser Form auch Spiegelungen).

(b) Fir n = dimg(V) < oo seien uy,...,u, € V mit ||ui]] = -+ = |Ju,|| = 1
gegeben. Zeigen Sie, dass folgende zwei Aussagen zueinander dquivalent sind:

(i) B = (u1,...,uy) ist eine Orthonormalbasis von V.

(ii) Esist sy 0---0s, = —idy fiir die Spiegelungen s; = s,,.

Tipp: Betrachten Sie (s; 0--- o0 s,)(u) fiir u € UL mit U = Rug + - - - + Ru,,.

Aufgabe 8.2 (10 Punkte). Zeigen Sie, dass die Matrixﬂ

2 1 3
A= |1 -1 0] € Mat(3x3,R)
-2 -4 3

invertierbar ist, und finden Sie ihre Iwasawa-Zerlegung A = QDR als Produkt einer
orthogonalen Matrix (), einer Diagonalmatrix D mit positiven reellen Eintrdgen auf
der Diagonalen, und einer unipotenten oberen Dreiecksmatrix U.

Aufgabe 8.3 (10 Punkte). Seien Vi, V5 unitére Vektorraume.
(a) Zeigen Sie, dass V :=Vj @ V, ein unitérer Vektorraum ist mit
<v1 + Vg, w1 —|—w2> = (v, w1)1 + (vo,wa)e fir v, w; €V,
wobel wir mit (-,-);: V; x V; = C das Skalarprodukt auf V; bezeichnen.
(b) Bestimmen Sie die zu der Projektionsabbildung
fi V. — Vi, vi+uv — v

adjungierte lineare Abbildung ff € Homc(V3, V).

1Die Matrix A hatte in einer friitheren Version dieser Aufgabe zwei falsche Eintrige: Statt
der rot markierten Eintrdge 3 und —4 standen dort —1 und 1. Am Prinzip der Aufgabe dndert
das nichts, aber es macht die Zahlenwerte in der Rechnung etwas unangenehmer. Wenn Sie die
Aufgabe schon fir die alte Matrix A gelost haben, gibt es natiirlich auch dafiir volle Punktzahl.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 8.4 (keine Abgabe). Eine Permutationsmatriz ist eine Matrix

As = ey - esm) | € Mat(n xn,R),

deren Spalten durch Anwenden einer Permutation o € &,, auf die Standardbasis
entstehen. Zeigen Sie:

(a) Alle Permutationsmatrizen liegen in der orthogonalen Gruppe O(n).
(b) Die Abbildung &,, — O(n),o — A, ist ein Gruppenhomomorphismus.

(c) Jede orthogonale Matrix A = (a;;) € O(n) mit der Eigenschaft a;; > 0 fur
alle 4,5 € {1,...,n} ist eine Permutationsmatrix.

Aufgabe 8.5 (keine Abgabe). Sei

-1 6 6
3 -8 3

A = 1 —2 6l € Mat(4 x 3,R).
1 -4 -3

(a) Priifen Sie nach, dass die Matrix A vollen Rang hat, und bestimmen Sie eine
Orthonormalbasis fiir die von ihren Spalten aufgespannten Vektorraum.

(b) Bestimmen Sie Zerlegung A = QR als Produkt einer Matrix @) € Mat(4x3,R)
mit Q' - Q = 1 und einer oberen Dreiecksmatrix R € Mat(3 x 3, R).

Aufgabe 8.6 (keine Abgabe).

(a) Zeigen Sie, dass die Matrix

1 1
=)
auf V = C? ein Skalarprodukt 3: V x V — C, (v,w) > 0" - A - w definiert.

(b) Bestimmen Sie die (beziiglich 3) adjungierte Abbildung f € Endg(V) der
linearen Abbildung

. T T+ 2y
fi V—1V (y) — <3I+4y).
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.
Aufgabe 9.1 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n,R). Zeigen Sie:

(a) Wenn A symmetrisch und nilpotent ist, dann gilt A = 0.

(b) Wenn A iiber R diagonalisierbar ist und A* = —A gilt, dann ist A = 0.

Aufgabe 9.2 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n,C). Zeigen Sie:
(a) Es gibt eine eindeutige Zerlegung A = H + S mit

e H € Mat(n x n,C) Hermitesch, d.h. Hf = H,
e S € Mat(n x n,C) schief-Hermitesch, d.h. ST = —§.

(b) Die Matrix A ist genau dann normal, wenn HS = SH gilt.

Aufgabe 9.3 (10 Punkte).

(a) Sei A € Mat(n x n,R) symmetrisch und positiv definit. Zeigen Sie, dass es
genau eine symmetrische und positiv definite Matrix B € Mat(n x n,R) gibt

mit
B* = A.
(b) Bestimmen Sie diese positiv definite symmetrische Quadratwurzel B fir n = 3
und
1 3 -1 0
A=—-1[-1 3 0
2

0 0 6



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 9.4 (keine Abgabe). Jede reelle symmetrische Matrix ist normal. Zeigen
Sie, dass eine nicht symmetrische Matrix A € Mat(2 x 2,R) genau dann normal ist,
wenn gilt:

A = (_Z 2) mit a € R und b € R\ {0}.

Aufgabe 9.5 (keine Abgabe). In dieser Aufgabe geht es um die Losung inhomogener
LGS mit symmetrischer positiv definiter Koeffizientenmatrix:

(a) Zeigen Sie, dass jede symmetrische positiv definite Matrix B € Mat(n x n,R)
eine Zerlegung

B = L-L' mit einer linken unteren Dreiecksmatrix L € Mat(n x n,R)

hat. Aus einer solchen sogenannten Cholesky-Zerleqgung kann fiir v € R™ die
Losung des LGS B - = v wie folgt abgelesen werden:

e Man bestimmt y € R™ mit L -y = v durch Vorwartseinsetzen.

e Man bestimmt x € R™ mit L' - z = y durch Riickwirtseinsetzen.

(b) Berechnen Sie eine Cholesky-Zerlegung von

B =

W N =

2 3
5 8
8 14

Aufgabe 9.6 (keine Abgabe). Lineare Gleichungssysteme mit symmetrischer positiv
definiter Koeffizientenmatrix wie in der obigen Aufgabe treten beispielsweise bei der
Minimierung der Summe von Fehlerquadraten auf. Seien dazu A € Mat(m x n,R)
mit rk(A) =n und u € R™ gegeben. Zeigen Sie:

(a) Die symmetrische Matrix B = A'A ist positiv definit.

(b) Fir z € R" sind dquivalent:

o |[Az — u| = minyern [|Ay — ul|.
e Bx = v fiir die Matrix B = A*A und den Vektor v = Atu.

Tipp: Sei z € R™\ {0}. Wann hat ||A(x + tz) — u||? ein Minimum in ¢ = 0?
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 10.1 (10 Punkte). Sei A € Mat(n xn,R) eine symmetrische Matrix, v € R”
und d € R. Fiir A # 0 nennen wir

Q = {zeR"|2'Ax +v'z2+d=0}
eine Quadrik in n Variablen. Zeigen Sie:
(a) Fiir y € R™ sind folgende beiden Eigenschaften dquivalent:

(1) Firallez e R" gilt: y+2€Q < y— 2z € Q.
(2) Fiir alle z € Q ist auch 2y — z € Q.

Wenn diese Eigenschaften gelten, nennen wir y einen Mittelpunkt von Q.

(b) Jeder Punkt y € R™ mit 2Ay 4+ v = 0 ist ein Mittelpunkt von Q.

Aufgabe 10.2 (10 Punkte). Bestimmen Sie fiir folgende Quadriken @Q; C R? ihren
Mittelpunkt, verschieben Sie das Koordinatensystem in diesen Mittelpunkt und
finden Sie in den neuen Koordinaten die Hauptachsen der Quadrik. Skizzieren Sie
dann die Quadrik in der reellen Ebene:

(a) Q1= {(z,y) € R? | 2? — 4wy + 2z + y? = 3}.
(b) Q2 = {(z,y) € R* | 82% + 17y + 8 + 12zy — 16z — 12y = 5}.

Aufgabe 10.3 (10 Punkte). Sei A € Mat(n x n,C), und es seien A\ > -+ > X, >0
ihre Singuldrwerte, wobei wir zur Vereinfachung der Notation diesmal auch Null als
Singularwert zédhlen. Sei

0 A
M = (AT O) € Mat(2n x 2n,C).

Zeigen Sie:

(a) M ist ahnlich zu der Matrix

0 D . .
(D O) mit D = Diag(A1,..., ).

(b) M besitzt genau die Eigenwerte £Aq, ..., +\,.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 10.4 (keine Abgabe). Sei

-1 -1
A= 2 2
-1 1

Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von C' = A*A und
eine Singularwertzerlegung

A1 0
A=S8-D-T mit S€0(3), T€0O(2), D=0 X, M1 >X>0.
0 0

Welche Approximation von A erhélt man hier, wenn man den Wert Ay weglésst?

Aufgabe 10.5 (keine Abgabe). Nicht fiir jede Matrix A € Mat(m x n, C) existiert ein
Rechtsinverses, denn nicht jedes inhomogene LGS ist 16sbar. Eine Ann&herung an
ein Rechtsinverses kann man jedoch wie folgt finden: Seien A\; > --- > A\, > 0 die
Singularwerte von A. Man schreibe

A1
A=S5-D-T mit SeU(m), T € Un), D=

und setze
At

A =T A ST mit A =
)\71

T

Sei nun b € C™ beliebig. Zeigen Sie, dass fiir den Vektor x = A~ - b gilt:

(a) ||Az —b|| = minyern ||Ay — b]|.

(b) ||z|| < |ly| fiir alle y € C™ mit || Ay —b|| = ||Az —b|.

Aufgabe 10.6 (keine Abgabe). Zeigen Sie, dass die Matrix B = A~ € Mat(n x m,C)
aus der vorigen Aufgabe die folgenden Eigenschaften besitzt und durch diese bereits
eindeutig bestimmt ist:

(a) Esist ABA= A und BAB =B
(b) Die Matrizen AB und BA sind Hermitesch.

Wir nennen B auch die Pseudo-Inverse oder Moore-Penrose-Inverse von A.
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.
Aufgabe 11.1 (10 Punkte). Seien U, V, W Vektorrdume tiber K. Zeigen Sie:

(a) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus

Homg (U @ V,W) — Hompg (U, Homg (V,W)).

(b) Es gibt eine natiirliche lineare Abbildung
U@V — (UeV)*

und diese ist ein Isomorphismus, falls dimg (U) < oo oder dimg (V) < oo ist.

Aufgabe 11.2 (10 Punkte). Seien V,W Vektorrdume iiber K, und sei Q C V@ W
das Bild der bilinearen Abbildung

B: VW — VoW, (vw)— vluw.
(a) Zeigen Sie: Fiir alle x € Q und A € K ist auch A -z € Q.
(b) Wann ist die Abbildung 8 injektiv? Wann ist sie surjektiv?

(¢) Seinun V = K™ und W = K™ mit m,n € N. Geben Sie eine Beschreibung
von

durch Gleichungen in den Standardkoordinaten z;; = x;y; an.

Aufgabe 11.3 (10 Punkte). Fir A € Mat(m xm, K), B € Mat(n x n, K) bezeichnen
wir mit
A® B € Mat(mn x mn, K)
ihr Kroneckerprodukt. Zeigen Sie:
(a) tk(A® B) =1k(A) - rk(B).
(b) tr(A® B) = tr(A4) - tr(B).
(c) det(A® B) = (det A)™ - (det B)™.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 11.4 (keine Abgabe).

(a) Priifen Sie nach, dass in R? @ R? gilt:
2 1 1 oy _ (4 3 3 9
Fem+({)e® = (He@+(H)e=0.
(b) Zeigen Sie: Fiir alle u,v € R? gibt es x,y € R3 mit
ue (HD+ve()) =z () +ye(d)

Geben Sie auch explizite Formeln fiir z,y abhingig von u, v an!

(c) Fiir welche ¢ € R gilt, dass fiir alle u,v € R? Vektoren x,y € R? existieren
mit
2 1 4 3
(ons(or - ()ors(f)or

Aufgabe 11.5 (keine Abgabe).

(a) Seien V, W Vektorriume. Beweisen Sie fiir v € V, w € W die Aquivalenz:

vw =0 < ov=0Vw=0

(b) Finden Sie v;, w; € R? fiir i = 1,2, 3, sodass fiir u; = v; ® w; € R3 @ R? gilt:

e u; +uz+ug=0,

e keine zwei der Vektoren wuq, us, us sind zueinander proportional.

Aufgabe 11.6 (keine Abgabe). Sei A € Mat(m x m, K), B € Mat(n x n, K).

(a) Sei Vec: Mat(m x n, K) — K™" die Abbildung, die einer Matrix den durch
Aneinanderhéngen ihrer Spalten gebildeten Spaltenvektor zuordnet. Zeigen
Sie fiir X € Mat(m x n, K):

Vec(AXB) = (B'® A) - Vec(X).

(b) Sei C' € Mat(m x n, K). Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

e AX - XB=C.
e Mv="bfir M = 19 A—B'®1 und die Vektoren v = Vec(X), b = Vec(C).
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Geben Sie Thre Losungen zu den Aufgaben in Gruppen von bis zu 4 Personen ab
wie auf moodle beschrieben. Alle Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Aufgabe 12.1 (10 Punkte). Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Es seien

Vektoren vy,...,v, € V gegeben, von denen mindestens drei linear unabhangig
sind. Weiter seien Vektoren wi,...,w, € V gegeben mit
v ANv; = w; Aw;  fiir alle 4, 5.

Zeigen Sie, dass dann ein € € {+1} existiert mit w; = ¢ - v; fiir alle 1.

Aufgabe 12.2 (10 Punkte). Seien V, W Vektorrdume iiber K = Q. Zeigen Sie:

(a) Fiir n € N und beliebige f1,..., fn € Homg (V, W) gibt es genau eine lineare
Abbildung

F = fiA-Afo € Homp(AL™(V), Alt"(W)),

sodass fiir alle vy, ...,v, € V gilt:

Flop AoeoAvp) = 53 sgn(0) - f1(vo1) A+ A fr(0o(n))-
oceS,

(b) Die Abbildung (f1,..., fn) — f1 A+ A fn ist multilinear und symmetrisch.

Aufgabe 12.3 (10 Punkte). Sei V ein Vektorraum endlicher Dimension tiber K = Q
und sei f € Endg (V). Beweisen Sie fiir die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms

xf(t) = det(t-id—f) = t"+ot" ottt
die Formel
ci = (1) -tr(AltY(f)) fir 1 < i < n = dimg(V),

indem Sie die Aufgabe 12.2 (b) anwenden auf f; =--- = f, =¢-id — f.



Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben sind nicht schriftlich abzugeben, sondern zur Diskussion in
den Ubungsgruppen bestimmt.

Aufgabe 12.4 (keine Abgabe). Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie:
(a) Fir f € V* und n € N gibt es genau eine lineare Abbildung
v AIEY(V) — ATV,

sodass fiir alle vy, ...,v, € V gilt:

n

tp(vi A Aop) = Z(—l)i~f(vl-)~v1/\~~/\vi,1/\vi+1/\'~/\vn.
i=1

(b) Fiir x € AIt"(V),y € Alt*(V) ist tp(z Ay) = (ep(z)) Ay + (=1)" -z A (ef(y)).

Aufgabe 12.5 (keine Abgabe). Sei V' ein K-Vektorraum. Zeigen Sie:
(a) Falls 2 € K* ist, sind fiir u € Alt?(V) folgende Aussagen dquivalent:

e Der Vektor u ist zerlegbar.
o Esist u Au=0.
o Firalle f € V* ist (1p(u)) Au=0.

Was besagt dies im Spezialfall, dass dimg (V') = 3 ist?

(b) Fir hohere alternierende Potenzen gilt dies nicht: Seien vq,...,v5 € V linear
unabhéngig und

u = vi A(vy Avs 4 vy Avs) € Al (V).
Dann ist u A u = 0, aber trotzdem ist der Vektor u € Alt*(V) nicht zerlegbar.

Tipp: Bestimmen Sie alle Vektoren w € V mit u A w = 0.

Aufgabe 12.6 (keine Abgabe). Sei V ein K-Vektorraum und n € N. Zeigen Sie:
(a) Fiir jedes a € AIt"(V) \ {0} ist
Uy ={ueV]|una=0} CV
ein Untervektorraum der Dimension dimg U, < n.

(b) Es ist dimg U, = n genau dann, wenn der Vektor a € Alt" (V') zerlegbar ist.
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Dieses freiwillige Zusatzblatt dient zur Wiederholung und braucht nicht abgegeben
zu werden. Es kann je nach Bedarf in den Zusatztutorien besprochen werden.

Aufgabe 13.1.
(a) Was besagt der Satz von Cayley-Hamilton?

(b) Berechnen Sie A%® fiir die Matrix

-1 -1 2 1
1 1 00

A= o 10 o0l € Mat(4 x 4,R).
0 -2 1 0

Aufgabe 13.2.

(a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom der
folgenden Matrizen:

2 1 1 0 0 -4 -4 O
0 -1 -3 0 1 4 5 9
4= 0 3 5 0]’ B = 0 0 -1 -9
0 -1 -1 2 0 0 1 5)

(b) Sind die Matrizen zueinander #hnlich? Finden Sie ihre Jordan-Normalform.

Aufgabe 13.3.

(a) Bringen Sie die Matrix

00 1
A= 1|10 1| € Mat(3x3,R)
01 -1

durch einen geeigneten Basiswechsel in Jordan-Normalform.

(b) Finden Sie eine Basis fiir den R-Vektorraum aller Folgen v = (vj)ren, reeller
Zahlen mit

Ugpr1 = —Uk +Vk—1+vk_o fiiralle k > 2.



Aufgabe 13.4. Gegeben sei die Matrix

O O O N
S o N
O NN = O
T O O O

(a) Bestimmen Sie fir x € R

e die additive Jordan-Chevalley-Zerlegung von x A,
e die Matrix exp(zA) € GL4(R).

(b) Lésen Sie die DGL y/(z) = A - y(z) mit dem Anfangswert y(0) = (1,1,1,1)".

Aufgabe 13.5.

(a) Priifen Sie, ob die folgenden Matrizen positiv/negativ definit /semidefinit sind:

1 2 -2 -3 1 -3 4 0 -8
A=|22 o, B=|1 -2 o], c=]01 2
—2 0 —4 -3 0 —4 8 2 24

(b) Finden Sie im positiv definiten Fall eine Orthonormalbasis fiir das durch die
jeweilige Matrix beziiglich der Standardbasis in R™ definierte Skalarprodukt.

Aufgabe 13.6. Sei n € N. Sei S C C eine Menge von n + 1 verschiedenen Punkten.

(a) Zeigen Sie, dass auf dem komplexen Vektorraum V = {p € C[t] | deg(p) < n}
durch

(p.g) == > p2)a(2)

z€S
ein Skalarprodukt (-,-) : V x V — C definiert wird.

(b) Berechnen Sie fiir n =2 und S = {0, +1} eine Orthonormalbasis von V.

Aufgabe 13.7. Sei A € Mat(n xn,C) mit A% = A gegeben. Zeigen Sie, dass A genau
dann hermitesch ist, wenn

ker(A) L im(A)
gilt (wobei L fiir Orthogonalitét beziiglich des Standardskalarproduktes steht).

Aufgabe 13.8. Sei V ein unitérer Vektorraum endlicher Dimension und f € End¢ (V)
ein Endomorphismus. Zeigen Sie, dass f genau dann normal ist, wenn ein Polynom
p € C[t] existiert mit

It = p(f)-

Hinweis: Fiir beliebige A1, ..., \, € C gibt es ein p € C[t] mit p(\;) = \; fiir alle 3.



Aufgabe 13.9. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt iiber
den reellen oder komplexen Zahlen K = R, C. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle f € Endg (V) gilt ker(f) = ker(fT o f).
(b) Falls f normal ist, folgt ker(f) = ker(fT) und im(f) = im(f7).

(¢) Sind f, g € Endg (V) beide normal, dann ist fog = 0 dquivalent zu go f = 0.

Aufgabe 13.10.

(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A'- A € Mat(3 x 3,R)
fiir

-8 10 14
1 2 2 1

—16 2 10

(b) Finden Sie eine Singularwertzerlegung A = SDT mit S € O(4),T € O(3).

Aufgabe 13.11.
(a) Sei V = Mat(2 x 2,R). Zeigen Sie, dass

b: VxV — R, (A, B) — tr(AB)

eine symmetrische Bilinearform ist, und bestimmen Sie ihre Signatur (r, s, t).

(b) Bestimmen Sie die Hauptachsen der Quadrik
Q = {(z,y) eR* | 22° + day —y* = 1} C R?

und skizzieren Sie diese Quadrik in der reellen Ebene mit Koordinaten (x,y).

Aufgabe 13.12. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume und f € (V@ W)*
mit den Eigenschaften:

e Fiir alle v € V'\ {0} existiert ein w € W mit f(v ® w) # 0.
e Fiir alle w € W\ {0} existiert ein v € V mit f(v ® w) # 0.
Zeigen Sie, dass dann dimg (V) = dimg (W) sein mufl.



